51 753 Seminar :Sachbezogene Mathematik
Leitung: Monika Pfaller

Mathematische Modellierung

Was ist mathematische Modellierung?

*Modell: vereinfachte Darstellung der Realitat

«Situationen der Realitat lassen sich mittels unterschiedlicher Modelle modellieren
*Modellierung: wechselseitige Beziehung zwischen Realitat und Mathematik herstellen
*Die Behandlung realitadtsbezogener Aufgaben im Mathematikunterricht
Realitatsbezogene Aufgaben im Unterricht

2 Aufgaben zum Vergleich:

Jana hat 2 Bonbons. Max will an seinem 8. Geburtstag mit seinen

Tabea hat 5 Bonbons mehr. Gésten Schokoklsse essen.

Wie viele hat Tabea? Wie viele Schachteln muss er mit mit seiner
Mutter einkaufen?

Rechenoperation soll veranschaulicht Sachkontext ist flr Losung

werden entscheidend

-> Eingekleidete Aufgabe Problem stellt sich im Alltag in der Realitat

Sachkontext ist austauschbar der Kinder wirklich

(egal ob Autos oder Bonbons) Wie viele Gaste? Wie viel isst jeder? Wie
viele Schokokiisse sind in einer Packung?
-> viele Anlasse zum Zahlen,
Schiétzen und Rechnen
Modellierungsaufgabe

Sachaufgaben kénnen Modellierungsaufgaben sein, miissen aber nicht!

Welche Merkmale haben Modellierungsaufgaben ?
Modellierungsaufgaben sind

- offen

- komplex

- realistisch

- authentisch

- problemhaltig

- ldsbar durch Ausfihren eines Modellierungsprozesse

Was ist der Modellierungsprozess?

Dazu eine Aufgabe:

Wie viele Kiihe brduchte man, um die ganze Schule eine Woche lang mit Milch zu
versorgen?

*Wie lésen Sie die Aufgabe?

*Notieren Sie Ihre Lésung mdglichst detailliert




Lésung von 4 Kindern einer 4. Jgst.
(http://www.kira.tu-dortmund.de/front _content.php?idcat=186
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Und stimmt Gberhaupt das Ergebnis dieses Lésungswegs?

Welche Schritte sind fiir das Lésen einer komplexen Sachaufgabe noétig?

*Bei der L6sung eines komplexen Sachproblems durchlaufen Kinder verschiedene
Phasen.

*Anhand eines Videos konnten Sie beobachten, wie ernsthaft und ausdauernd die Kinder
sich mit der ,Kuh®-Aufgabe beschaftigen.

Folgende einzelnen Phasen haben die Kinder zum Ldsen der Aufgabe durchlaufen.
(in Anlehnung an Maren Laferi http://www.Kira.tu-
dortmund.de/front content.php?idcat=210&idart=323&lang=_8)

Modellierungskreislauf Lésungsprozess der Kinder in dem Video

Text verstehen Die Kinder lesen die Sachaufgabe (Reales Problem) und erfassen
die Situation (Bildung eines Situationsmodells).

Text vereinfachen/ Sie strukturieren sich den Sachverhalt, indem sie direkt die
strukturieren wichtigsten Fragen aufwerfen, die sie zur Losung der Aufgabe
beantworten missen.

Wie viele Kinder sind auf unserer Schule?

Wie viel Milch trinkt jedes Kind?

Wie viel Milch passt in ein Glas?

Wie viel Liter Milch gibt eine Kuh am Tag?
(Bewusstmachung des Problems)

mathematisieren Sie Uberlegen dann jeweils, wie sie an diese Informationen
herankommen und beschaffen sich die Informationen durch
Expertenbefragung (Schiileranzahl), indem sie im Buch nachlesen
(Wie viel Liter Milch gibt eine Kuh?), in dem sie Annahmen
formulieren (Jedes Kind trinkt ein Glas Milch) und BezugsgréBen
herstellen (In einer kleinen Wasserflasche sind 0,5, damit kann
man zwei Glaser flllen).




Bearbeiten (oft
berechnen)

Die Kinder arbeiten hier immer wieder mathematisch (Aufstellen
von mathematischen Modellen):
Addieren aller zu beriicksichtigenden Personen an der
Schule (236)
Berechnung des Glasinhalts (0,25I)
Berechnung der Personenanzahl, die mit einem Liter
versorgt sind (11 = vier Personen)
Berechnung der Literzahl, die sie fir eine Woche bendtigen
(236:4=58)

interpretieren

Sie Ubertragen ihr Ergebnis ,58“ (mathematische Lésung im
Modell) wieder auf die Sachsituation und interpretieren es so, dass
sie nur zwei Kiihe bendtigen, da zwei Kihe zusammen 60 Liter
Milch geben.

Auf Plausibilitat prafen
(validieren)

Sie prufen ihre Losung der Sachsituation auf Plausibilitat
(validieren), indem sie Uberlegen, ob sie wirklich nur mit ,2 Kiihen
arbeiten“ kdnnen, d.h. ob sie jeden Tag 30 Liter Milch geben
kénnen oder doch jeden Tag 2 neue Kiihe brauchen

Sie entscheiden, dass ,zwei Kiihe* die richtige Lésung ist und
begriinden dies auch (Bezug noch mal auf das Buch, ein Liter
bleibt ja auch jeden Tag Uber...), anschlieBend schreiben sie ihren
gesamten Lésungsweg noch einmal auf (ist auf dem Video nicht
zu sehen)

Modellierungskreislauf

Diese einzelnen Phasen kdnnen als Kreislauf dargestellt werden und werden als
Modellierungskreislauf bezeichnet.

Sachaufgabe

(Reales Problem)

auf Plausibilitat prafen

interpretierte Losung
Lésung der
Sachsituation

- interpretieren

Mathematische
Lésung im Modell

Situationsmodell

Text verstehen (Realmodell)

Text vereinfachen

Sachebene

mathematisieren |--
mathematische Ebene l

Mathematisches
Modell

bearbeiten
(oft berechnen)




(nach M. Pfaller: Sachrechnen im 3. Schuljahr: Anknipfen und Vertiefen — Manege frei fir Lésungsschritte,
Lésungshilfen und GroBen. In: Haring, G. (Hrsg.): Start in den Unterricht, Mathematik, Klasse 3, Friedrich
Verlag 2010, S- 57) (www.start-in-den-unterricht.de),
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Modellierungskreislauf nach Blum & Leif3, 2006

»Modellierungskreislauf” fir Kinder
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1. Aufgaben verstehen

= Textlesen

* Inhalt mit eigenen
Worten erzfihlen

* unbekannte Wérter
heraussuchen

* Situation genau
vorstellen

* nacherzdhlen

= nachspielen

* wichtige Informationen

in Stichworten
cufschraiben

wichtige Angaben im
Text markieren

unwichtige Angaben
durchstreichen

Fragestellung
Uberlegen

Skizze

2. Problem bearbeiten

- Rechenweag planen
und aufschreiben

« vereinfachen

« fehlende Informationen
ergdnzen

+ Skizze anfertigen

* Tabelle erstellen
= Diogramm zeichnen

« Rechenstrich,
Rechenbaum, ...




Kindgerecht formulierte Schlagworte

-kdnnen Kinder beim Ldsen von Sachaufgaben unterstiitzen
-kdnnen Kindern die einzelnen Schritte im Modellierungsprozess bewusst werden lassen

+Leitfaden ist kein starres Rezept

-> am besten mit Kindern gemeinsam erarbeiten!

F-R-A-Schema

Frage

Ist Schema ,,Frage-Rechung-Antwort“ bei Modellierungsaufgaben auch sinnvoll?

Modellierungsprozess

Auseinandersetzen mit Problem,
Fragestellung

Abschreiben der Frage fuhrt nicht dazu,
dass sich Kind Gedanken um Sachkontext
macht

Kind soll sich mit Sachkontext und Ver-
standnis der Situation aktiv auseinander
setzen

Rechung

Arbeiten im mathematischen Modell

Math. Arbeiten wird auf Rechnen reduziert,
engt Kind ein

Begriindung sinnvoller: Wie bist du darauf
gekommen?

Antwort

interpretieren

Oft Frage in Aussagesatz umformuliert,
keine kritische Reflexion Uber Ergebnis

Kritische Reflexion Uber Ergebnis und seine
Bedeutung

Beispiel zu Schema ,,Frage-Rechung-Antwort“ bei Modellierungsaufgaben

Aufgabe: Wie viele Autos

Ilch mach mit Frage, Rechung, Antwort...

(Pause)... Wie soll ich da jetzt die Rechung

Nr 1o

R

E: WWM&WMOVWWWWWMWZ

Schiilerin sieht vielfaltige Uberlegungen, die im Interview deutlich wurden und zur L&sung

geflhrt haben, nicht als Rechung an!
Warum Modellierungsaufgaben in der GS?

* Lebensvorbereitung (Kompetenzen zum Anwenden von Mathematik; Bewaltigung des

Alltags)

» Heuristische Strategien (Problemlése- und Argumentationsfahigkeiten, kreatives

Verhalten

* Motivation zur Beschaftigung mit der Mathematik

» Verstandnis mathematischer Inhalte

«,.Sachrechnen als Lernziel (zur UmwelterschlieBung) (vgl. Winter)

* Lehrplan
* BildungsstandardsModellieren

*ist eine von flnf allgemeinen mathematischen Kompetenzen
-Sachtexten und anderen Darstellungen der Lebenswirklichkeit die relevanten Informationen

entnehmen,

- Sachprobleme in die Sprache der Mathematik Ubersetzen, innermathematisch I6sen und diese

Lésungen auf die Ausgangssituation beziehen



- zu Termen, Gleichungen und bildlichen Darstellungen Sachaufgaben formulieren

*ist Ubergreifend

—ermdglicht auch alle anderen mathematischen Kompetenzen zu trainieren
(Probleme lésen, argumentieren, kommunizieren, ...)

—férdert je nach Sachkontext auch unterschiedliche inhaltliche mathematische
Kompetenzen (Zahlen und Operationen, GréBen und Messen, Raum und Form,
Daten, Haufigkeit und Wahrscheinlichkeit)

Koénnen Grundschiler Modellieren lernen?+ Modellieren im Alltag bedeutet auf
natlrliche Art Probleme zu 16sen. Ein flinfjahriges Kind, das den Tisch flr die ganze
Familie deckt modelliert auf seinem Niveau

» Anfangs nicht zu viel erwarten, Raum fir Entwicklung lassen

* Ab Klasse 1 Kompetenzen mit offenen, realitditsbezogenen Aufgaben aufbauen

* Bedingung schaffen, dass Kinder selbstandig lernen und begrinden kénnen

* EIS-Prinzip beachten (1. Klasse v.a. enaktiv)

Wo finde ich Modellierungsaufgaben flr die GS ?
e MaaB, K.: Mathematikunterricht weiterentwickeln, Aufgaben zum mathematischen
Modellieren, Erfahrungen aus der Praxis, Fir die Klassen 1 bis 4, Cornelsen 2009
e Hinrichs, G.: Modellierung im Mathematikunterricht, Spektrum, Heidelberg 2008
e hitp://www.kontexis.de/upload/pdf/Arbeitsheft/AH-03 2008.pdf (viele
Modellierungsaufgaben von Katja Maaf3!)




Methodische Uberlegungen zum Modellieren (nach Katja MaaB)

1. Einstieg — Sachsituation klaren und Problembewusstsein entwickeln
-Lehrervortrag

-Erzahlen von Geschichten

-Zeigen von Bildern, Fotos oder Filmen

-Abspielen von Tonmaterialien

-Verwendung von authentischen Materialien

-Besuche vor Ort/ Originalbegegnungen

-Einbezug des Vorwissens

-Gesprachskreis im Plenum

-Visualisierungen: Mindmaps, clustern (um Vorerfahrungen der SS einzubeziehen,
emotionalen Bezug zum Thema herzustellen, Vorwissen zu aktivieren und zu nutzen2.
Reflexion liber Losungsansatze — Brainstorming
-Einzelarbeit

-Partnerarbeit

-Gruppenarbeit

-Plenum

-Prinzip Ich — Du - Wir

3. Bearbeiten der Losungsansatze

-Gruppenarbeit

-Gruppenpuzzle

-Partnerarbeit

-Arbeit an Stationen

-Bilden von Expertenteams (ab Klasse 3 und 4)
-Hausarbeit (Infos einholen, Befragungen, ...)
-Gesprachsphasen im Plenum4. Ergebnissicherung
-Prasentation der Ergebnisse der GA (evtl. Video)
-Erstellen einer Wandzeitung

-Erstellen von Plakaten und Museumgang

-Anfertigen von Dokumentationsmappen

-Anfertigen von Protokollen ( ab Klasse 3 oder 4)
-Anfertigen von Lerntageblchern

-Diskussion und Vergleich verschiedener Lésungsansatze

Ubung1: Setzen Sie die ,,Schokokuss-Aufgabe“ im Unterricht ein.
Max will an seinem 8. Geburtstag mit seinen Gésten Schokoklisse essen.
Wie viele Schachteln muss er mit seiner Mutter einkaufen?

1. In welcher Jahrgangsstufe wiirden Sie diese Aufgabe einsetzen?

2. Lésen Sie die Aufgabe.

3. Welche Schritte durchlaufen Kinder, die diese Aufgabe I6sen?
3. Planen Sie einen mdglichen Unterrichtsverlauf und notieren Sie diesen auf Folie.



Mogliche Losung der ,,.Schokokuss-Aufgabe“
nach MaaB, K.: Mathematikunterricht weiterentwickeln, Aufgaben zum mathematischen Modellieren,
Erfahrungen aus der Praxis, Fir die Klassen 1 bis 4, Cornelsen 2009, S. 106-107

Max will an seinem 8. Geburtstag mit seinen Gésten Schokokiisse essen.

Wie viele Schachteln muss er mit seiner Mutter einkaufen?

1. Einsatz ab Klasse 2, enaktiv kann Aufgabe auch Ende der 1. Klasse geldst werden.

2. Max darf 8 Géaste einladen. Jeder Gast isst 3 Schokokiisse (-> 27 Schokokiisse). In
einer Schachtel sind 9 Schokokiisse. Max benétigt 3 Schachteln. Die Schiler kébnnen
auf eigene Erfahrungen zurtickgreifen und Fragen stellen:

- Wie viele Gaste waren bei meiner letzen Geburtstagsfeier?
- Wie viele Gaste waren bei der letzen Geburtstagsfeier, auf der ich eingeladen

war?
3. Schritte beim Lésen der Aufgabe -> siehe Modellierungskreislauf
4. Méglicher Unterrichtsverlauf -> siehe Maal3, K.: Mathematikunterricht

weiterentwickeln, S. 107

Hinweise zum Unterrichtsverlauf:

e authentische Fragestellung

e Ergebnis kann mit Material erarbeitet werden (z.B. Plattchen auf leere
Schokokussschachteln verteilen oder evtl. auch Mini-Schokokisse )

e FUr GA geeignet: Zuerst in Gruppen besprechen und bearbeiten dann Lésungen im
Plenum besprechen und vergleichen (Rechenkonferenz)

Méglicher Unterrichtsverlauf:

Problemgewinnung

Hinflhrung/ Einstimmung:

Kinder berichten von Erfahrungen mit Kindergeburtstagen

(Haben sie schon geholfen, eigene Party vorzubreiten? Was gibt es zu essen?
=>» Kinder haben Zeit, sich in die Situation einzufinden

Présentation der Aufgabe

L-Erzahlung von Max und seiner Geburtstagsparty mit den Schokoklissen
L: Max braucht Hilfe.

Zielangabe: Wir helfen Max

Probleml6ésung

Entwicklung von L&sungshilfen und - strategien

SS machen Vorschlage, wie Max geholfen werden kann.

(Hinweis: Der Lehrer sollte sich zunachst im Hintergrund halten und Ideen sammeln.
Wenn die Kinder hier nur irgendwelche Zahlen nennen, muss darauf aufmerksam gemacht
werden, dass man erst bestimmte Dinge bedenken muss )

L zeigt Schokokussschachteln zur Anschauung.

L hélt erste Ideen an der Tafel fest. (z.B. Wie viele Gaste kommen? Wie viele
Schokokuisse isst jeder? Wie viele sind in einer Packung?)

GA (3 Kinder pro Gruppe): Gruppen erhalten Plakate

(Hinweis. GA muss vorbereitet werden: Mit SS miissen Symbole verabredet werden, mit
denen sie ihre Losung darstellen kénnen. Sie sollen lernen, Skizzen anzufertigen. So kann




z.B. verabredet werden, die Gaste durch Strichméannchen darzustellen und die
Schokokisse durch Halbkreise.)

L: Schreibe und zeichne deine Lésung so, dass die anderen Gruppen die Lésung
verstehen.

SS entwickeln Lésungen in Gruppen.

L halt sich mit konkreten Lésungsvorschlagen zurlck.

L motiviert Kinder und stellt je nach Arbeitstand der Gruppe Fragen, die den Kindern
helfen, zielorientiert zu arbeiten.

L: Was hast du bisher gemacht? Warum? Wie kannst du weitermachen? Wo hast du
Probleme.

Prasentation der Lésungen

L: Du hast mit deiner Gruppe Lésungen gefunden.

Gruppen stellen ihre Lésungswege und Ergebnisse vor und heften dazu Plakat an Tafel.
(Gruppensprecher spricht laut)

(Hinweis: Fokus sollte auf Lésungsweg liegen)

L: Ho6r dir den Lésungsweg der Gruppe genau an und stelle dann Fragen dazu.

Zwei bis drei Prasentationen an der Tafel

L: Du hast nun einige Lésungswege gehért und gesehen. Vergleiche die Lésungen (L
deutet an Plakate an TA)

Ruckbesinnung
L: Was war an dieser Aufgabe anders als bei den Aufgaben aus dem Mathebuch?
SS reflektieren Aufgabenart und Lésungweg.

Ubung 2: Wie kann die Modellierung der Weihnachtsferien-Aufgabe aus dem ersten
Seminar aussehen?
Die Weihnachtsferien begannen am 23.12.1977. Das war der erste Ferientag. Sie endeten

am 8.1.1978. Das war der letzte Ferientag. Wie lange dauerten die Weihnachtsferien?
= Ldsung siehe: Krauthausen, G./Scherer, P.: Einfihrung in die Mathematikdidaktik, Elsevier,
Miinchen 2004, S.73ff.

Analoge Aufgaben in Schulbiichern zum Lehrplan PLUS :
- Zahlenzauber 2, S. 120-121 (http://www.oldenbourg.de/osv/reihe/r-6266/ra-9728/titel)

- Fredo, S: 126-127 (http://www.oldenbourg.de/osv/reihe/r-7227/ra-9773/titel)

Literatur:

e MaaB, K.: Mathematikunterricht weiterentwickeln, Aufgaben zum mathematischen
Modellieren, Erfahrungen aus der Praxis, Fir die Klassen 1 bis 4, Cornelsen 2009

e Hinrichs, G.: Modellierung im Mathematikunterricht, Spektrum, Heidelberg 2008

e htip://www.kontexis.de/upload/pdf/Arbeitsheft/AH-03 2008.pdf (viele
Modellierungsaufgaben von Katja Maaf3!)

e Pfaller, M.: Sachrechnen im 3. Schuljahr: Anknipfen und Vertiefen — Manege frei fur
Loésungsschritte, Losungshilfen und GréBen. In: Haring, G. (Hrsg.): Start in den Unterricht,
Mathematik, Klasse 3, Friedrich Verlag 2010, S- 57) (www.start-in-den-unterricht.de)

e htip://www.kira.tu-dortmund.de/front content.php?idcat=186
http://www.sinus-an-
grundschulen.de/fileadmin/uploads/Material aus SGS/Handreichung Maass 2011-2.pdf




